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МЕТОД ОБЕРНЕНИХ ОПЕРАТОРІВ ВІДНОВЛЕННЯ 
СИГНАЛІВ НА ВХОДІ ЛІНІЙНИХ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ,  
ЩО ЗАДАНІ ПЕРЕДАТНИМИ ФУНКЦІЯМИ 
У статті розглянуто способи відновлення сигналів на вході лі-
нійних динамічних систем, що задані дробово-раціональними пе-
редатними функціями на основі методу обернених операторів. 
Запропоновано способи регуляризації для пошуку оберненого 
оператора системи. Побудовано структурні схеми оберненого 
оператора в середовищі Simulink.  
Ключові слова: обернений оператор, відновлення сигна-
лів, передатна функція, Matlab, регуляризація. 
Вступ. Розглядається проблема застосування передатних функ-
цій при розв’язуванні обернених задач динаміки лінійних об’єктів із 
зосередженими параметрами.  
Математична модель лінійного динамічного об’єкта в оператор-
ній формі має вигляд: 
 Y(s) = А(s)X(s), (1) 
де s — змінна Лапласа, X(s) — вхідний сигнал, Y(s) — вихідний сигнал, 
A(s) — оператор, заданий у формі передатної функції. Для розв’язання 
такої задачі існує широкий набір методів та засобів. Зокрема, в системі 
Matlab-Simulink модель (1) матиме вигляд, що показана на рис. 1. 
 
Рис. 1. Simulink-схема моделі (1) 
При розв’язуванні обернених задач, у випадку відомої матема-
тичної моделі оператора A, необхідно розв’язати операторне рівняння 
(1), при умові, що Y задано, а X необхідно знайти. Розв’язок можна 
шукати у вигляді: 
 X(s) = B(s)Y(s), (2) 
де B(s) = А(s)–1. Структурна схема прямої та оберненої задачі в 
Simulink показана на рис. 2. 
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Рис. 2. Simulink-схема реалізації прямої та оберненої задачі 
Одним з ефективних методів розв’язування задачі відновлення 
сигналу є метод обернених операторів [3]. Суттєвою особливістю 
цього методу є безпосереднє використання прямого оператора для 
отримання оберненого оператора. Виділяють два головних технічних 
принципи реалізації методу обернених операторів. Це включення 
оберненого оператора в прямий зв’язок або оператора A(s) в зворот-
ний зв’язок елементів технічної системи [1, 3–5].  
Мета статті — розробка та дослідження методу відновлення си-
гналів на вході лінійних динамічних систем на основі методу оберне-
них операторів. 
Основна частина. Для пошуку оператора B(s) представимо (1) 
в еквівалентній формі із використанням зворотного зв’язку: 
       
 
    
1 1 1
1 1
X s
B s
X sY s A s A s
Y s
      . (3) 
Виразу (3) відповідає структурна Simulink-схема, яка показана 
на рис. 3. 
 
Рис. 3. Simulink-схема оператора B 
На модель (3) накладається ряд обмежень. По-перше, для того, 
щоб передатну функцію B(s) можна було реалізувати фізично, необ-
хідно, щоб степінь чисельника був не більший за степінь знаменника, 
а це можливо лише тоді, коли передатна функція A(s) має однакові 
показники степенів чисельника та знаменника [2, 6]. По-друге, для 
отримання стійкого розв’язку необхідно, щоб система, яка описуєть-
ся передатною функцією A(s), була стійкою, як в розімкнутому, так і 
у замкнутому стані [2, 6]. 
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Також розглянемо випадок побудови оберненого оператора при 
умові, що показник степеня знаменника більший за показник чисель-
ника в операторі A(s). В такому випадку модель (3) застосувати не 
бажано. Тому застосуємо до (3) метод регуляризації так, щоб степені 
чисельника та знаменника зрівнялися.  
Пропонуються два способи для побудови оператора B(s). Пер-
ший спосіб полягає в тому, що оператор B(s) подається у вигляді: 
        
1
1
X s
B s
Y s A s k
    , (4) 
де k — параметр регуляризації близький до 1, але 1k  . Даний пара-
метр повинен підбиратися з врахуванням забезпечення стійкості опе-
ратора B(s). 
Нехай  
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тоді 
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 (6) 
Параметр k підбирається таким, щоб всі полюси B(s) розміщува-
лися в лівій півплощині. Для цього знаходяться корені характеристи-
чного рівняння: 
      0a s b s ka s   . 
Позначимо всі знайдені корені         1 1, ,...,n nRs k Rs k Rs k Rs k . 
Для виконання поставлених умов необхідно розв’язати систему нерів-
ностей: 
 Re 0Rs k  , 
тобто 
 
 
 
1
1
Re 0;
Re 0;
...
Re 0.
n
n
Rs k
Rs k
Rs k

   
 
Розв’язок даної системи визначає область   допустимих зна-
чень параметра регуляризації k. Тоді для забезпечення максимальної 
адекватності регуляризованої моделі k підбирається з врахуванням 
наступних умов: 
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1 min;
1;
.
k
k
k
    
 (7) 
Структурна схема моделі (6), яка побудована в Simulink, показа-
на на рис. 4. 
 
Рис. 4. Simulink-схема оператора B(s) побудована на основі (6) 
Другий спосіб полягає у тому, що оператор B(s) подається у виг-
ляді: 
        
1
1 1
X s
B s
Y s k A s
    , (8) 
де k — параметр регуляризації близький до 1, але 1k  . Із врахуван-
ням (5) отримаємо представлення B(s) 
         
a s
B s
a s kb s ka s
   . (9) 
Далі знаходяться корені характеристичного рівняння: 
      0a s kb s ka s   . 
Позначимо всі знайдені корені         1 1, ,...,n nRs k Rs k Rs k Rs k . 
Для виконання поставлених умов розв’язується система нерівностей:  Re 0Rs k  . 
Розв’язок даної системи визначає область   допустимих зна-
чень, що забезпечить асимптотично стійкий розв’язок. Якщо вдається 
знайти k для забезпечення тільки рівності 
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то розв’язок буде стійкий, але не асимптотичний (дана умова буде 
відповідати і для першого способу). 
Для забезпечення максимальної адекватності моделі k підбира-
ється з врахуванням умов (7). 
Структурна схема моделі (8) показана на рис. 5. 
 
Рис. 5. Simulink-схема оператора B(s) побудована на основі (8) 
Висновки. Численні обчислювальні експерименти показали, що 
запропоновані способи побудови обернених операторів для віднов-
лення сигналів, можна ефективно використовувати при розв’язанні 
різних технічних задач, зокрема, при відновленні сигналів спотворе-
них вимірювальними пристроями.  
Підбір параметра регуляризації можна оцінювати на основі кри-
терію стійкості системи Найквіста, користуючись наявними засобами 
в прикладних програмних середовищах.  
Загалом, проведені дослідження показали, що запропонований 
метод відновлення сигналів є ефективним при дослідженні лінійних 
динамічних систем, в комп’ютеризованих засобах динамічної корек-
ції управляючих та вимірювальних систем.  
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ЗАГАЛЬНИЙ АЛГОРИТМ ВИЗНАЧЕННЯ ВПЛИВУ 
ЕКОНОМІЧНИХ ЗРУШЕНЬ НА БАЗІ БАЛАНСНИХ МОДЕЛЕЙ  
Наведений опис методичних основ та загального алгорит-
му економетричної модифікації метода «витрати-випуск» для 
визначення впливу структурних зрушень на рівень макроеко-
номічних показників. 
Ключові слова: таблиця «витрати-випуск» (ТВВ), економе-
трична модель, дисбаланс, проміжне споживання, індекс цін. 
Вступ. Уповільнення економічного розвитку України безпосе-
редньо пов’язане з впливом цілого ряду чинників різного рівня, що 
призводять до поглиблення дисбалансних процесів. Оскільки дисба-
ланси як глобального, так і національного рівня суттєво змінюють 
розвиток економіки, актуальною є задача визначення ступеня їх 
впливу та тренду розвитку.  
Для вирішення даної задачі в Інституті кібернетики НАН Украї-
ни запропоновано підхід, алгоритми та програмні засоби для дослі-
дження динаміки економіки, що базуються на даних таблиць «витра-
ти-випуск» (ТВВ) і дозволяють кількісно оцінити структурні зрушен-
ня, що відбуваються в процесі розвитку економіки під впливом рин-
кових та кризових перетворень. А поєднання моделі таблиці «витра-
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